Formale Systeme, Automaten, Prozesse (Folie 188, Seite 332 im Skript)

Kontextfreie Sprachen
Kellerautomaten

Essei G = (N, T,P,S) eine CFG ohne e-Produktionen. Dann gibt
es einen PDA M mit N(M) = L(G).

Beweis.
M= ({q}, T,NUT,5,q,S) wobei
@ 5(q,a,a) ={(q,¢)} firalleac T
0 5(q,6,A)={(q,a) | A—> ac P} firalle Ac N.
Behauptung:
(g, w,S) - (g,€,€) gdw. S = w 0
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Beispiel

(Folie 189, Seite 334 im Skript)

S—aSa|bSb|al|b
Zugehoriger PDA:
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Das Kellerbodensymbol ist S.

bzw.
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Formale Systeme, Automaten, Prozesse (Folie 190, Seite 338 im Skript)

Kontextfreie Sprachen
Kellerautomaten

Essei M = (Q,X,T,0,qo,0) ein PDA.

Dann gibt es eine CFG G mit L(G) = N(M).




Formale Systeme, Automaten, Prozesse (Folie 191, Seite 338 im Skript)

Kontextfreie Sprachen
Kellerautomaten

Beweis.

Fiir jedes p € Q erzeuge eine Grammatik
Gp = (N,X,P,[qo, o, p]) wobei N ={[q,Z,r]|q,r € Q,Z €T}.
P enthalt folgende Regeln:

[q7 Z7 qk] — a[r’ 71, ql][ql) Y2, CI2] o [Qk—l,’Yka CIk]

falls
o (r,y)€d(q,a,Z) mitaeXUf{e}
@ y=y -y mity €l
e gi € Q (alle Moglichkeiten!)
Spezialfall: [q, Z, r] — a falls v = €.
Es gilt (g0, w, o) - (p, ¢, €) gdw. [qo, Mo, p] = w d.h.

N(M) = | ] L(Gp).

PER




Formale Systeme, Automaten, Prozesse (Folie 192, Seite 343 im Skript)
Kontextfreie Sprachen
Kellerautomaten

Beispiel

[q0, To, q1] — a[qo, a, q1][q1, 0, q1]
[q0, 2, q1] — [q1, a, q1]
[q1,a,q1] — b

[g1,T0,q1] = €

[90,T0, q1] = alqo, a, g1][q91, 0, g1] = ab[q1,To, q1] = ab




Formale Systeme, Automaten, Prozesse (Folie 193, Seite 344 im Skript)

Kontextfreie Sprachen

Deterministische Kellerautomaten

Definition
Ein PDA M = (Q,X,T,6,qo, o, F) ist ein DPDA, falls
Q@ |0(g,a,X)|<1firallege QacxU{e},XeTl

@ Falls 6(g,a,X) # 0 firein g€ Q,X €T,a € X, dann ist
5(g,¢,X) = 0.

Eine Sprache L ist eine deterministische CFL, falls es einen DPDA
M gibt mit L(M) = L. Sie heiBen DCFL.




Formale Systeme, Automaten, Prozesse (Folie 194, Seite 347 im Skript)
Kontextfreie Sprachen
Deterministische Kellerautomaten

DCFL ist unter Komplement abgeschlossen.

D.h. falls L € DCFL, dann auch ¥*\L € DCFL.

Frage: Warum ist der Beweis nicht trivial?



Formale Systeme, Automaten, Prozesse (Folie 195, Seite 349 im Skript)

Kontextfreie Sprachen
Deterministische Kellerautomaten

Es sei L € DCFL.
Dann gibt es einen DPDA M, der folgende Eigenschaften hat:
Q L(M)=L.
@ Jede erreichbare Konfiguration (g, w,~) hat eine
Nachfolgekonfiguration, falls w # e.

© Es gibt keine unendlichen Folgen (q,¢,7) F (¢',6,7') -




Formale Systeme, Automaten, Prozesse (Folie 196, Seite 350 im Skript)

Kontextfreie Sprachen

Deterministische Kellerautomaten

Beweis.

Konstruktion:
Wir erreichen

© durch einen Fangzustand und ein zusatzliches
Kellerbodensymbol, das nie entfernt wird,

@ durch: Falls es eine solche unendliche Folge gibt, die mit
(g,€,Z) beginnt, dann setze

e 4(q,¢,2Z) :={(qp Z)}, wobei gy der Fangzustand ist, falls ab ¢
kein Endzustand durchlaufen wird,
e 0(q,¢,Z) :={(qr,Z)} (neuer Endzustand) und

5(qf7 €, Z) = {(q@7 Z)}
Wir haben jetzt einen PDA, der die ganze Eingabe liest.

(Er blockiert nie.) O




Formale Systeme, Automaten, Prozesse (Folie 197, Seite 356 im Skript)
Kontextfreie Sprachen

Deterministische Kellerautomaten

Beweis (des Theorems)

Ersetze Q durch Q" = Q x {1,2,3} und F durch F/ = Q x {3}
und ¢ durch ¢ mit:
Falls §(q,¢,Z) = {(p,~y)} setze

,  [{(p.1),7)} fallsp g F
§'((q,1),€, 2) := {{((PvQ),V)} falls pe F

{((p,2),7)}

p,7y)} fir a € ¥ setze
(g,3),Z)} und
(

somit §'((q,2),¢€, Z) :=
Falls 5(q, a,Z)=A(
{

'((q,1),¢6,2) == {(
5/((C], 2) ) 5/( {(p,1),7v} fallspg¢F
{(p,2),7} fallspeF
Neuer Startzustand: (qo,1) falls go € F, (qo,2) sonst.
1“: Nach dem letzten Zeichens keinen Endzustand durchlaufen
+2": Nach dem letzten Zeichens einen Endzustand durchlaufen

,3),a,7) =




Formale Systeme, Automaten, Prozesse (Folie 198, Seite 358 im Skript)

Kontextfreie Sprachen
AbschluBeigenschaften kontextfreier Sprachen

Theorem

Es seien L und L' kontextfreie und R eine reguldre Sprache.
Dann sind LN R, L\ R, LU L" und LL" wieder kontextfreie
Sprachen.

Beweis.

Schnitt und Differenz: Produktautomat.

Vereinigung: G = (N, T, P1,S51) und Go = (N, T, P>, S»).

G = (N, T,PLUPU {5 — S ’ 52},5), L(G) = L(Gl) U L(G2).
Konkatenation: Gy = (N, T, P1,S1) und G, = (N, T, P2, S3).

G = (N, T,PLUPU {5 — 5152},5), L(G) = (G]_)L(GQ).

Kleene'sche Hiille: Gy = (N, T, Py, 51).
G=(N,T,PLU{S = €| SS|S51},S), L(G) = L(G1)*. O




Formale Systeme, Automaten, Prozesse (Folie 199, Seite 360 im Skript)

Kontextfreie Sprachen
AbschluBeigenschaften kontextfreier Sprachen

CFL ist nicht unter Komplement abgeschlossen und damit auch
nicht unter Schritt.

Beweis.

Essei L={a'bick|i>jVvk>jVi+k<j}

Offensichtlich ist L kontextfrei.
Essei L= {a,b,c}*\ Lund L' = LN a*b*c*.
Falls L kontextfrei wire, dann auch L'.

L'={abck|i<jANk<jAni+k>j}istaber nicht kontextfrei
(Pumping-Lemma).

Also ist auch L nicht kontextfrei. ]




Formale Systeme, Automaten, Prozesse (Folie 200, Seite 363 im Skript)
Kontextfreie Sprachen
AbschluBeigenschaften kontextfreier Sprachen

DCFL ist nicht unter Vereinigung und daher auch nicht unter
Schnitt abgeschlossen.

Beweis.

Wir definieren drei DCFLs:
o Ly ={abick|i>j},
o Ly={ablck|k>j}1,
o I3={abck|i+k<j}
L1 ULy U Lz ist eine CFL, ihr Komplement ist aber keine CFL.

Ware L1 U Ly U L3 eine DCFL, wiare auch das Komplement eine
CFL. O




Formale Systeme, Automaten, Prozesse (Folie 201, Seite 367 im Skript)
Die Chomsky-Hierarchie

Die Chomsky-Hierarchie besteht aus vier Stufen:

@ Chomsky-0: Rekursiv aufzdhlbare Sprachen
Unbeschrankte Grammatiken: abAc — Bcb

@ Chomsky-1: Kontextsensitive Sprachen
Kontextsensitive Grammatiken: abAc — abBCc,
aBCD — abCaAbCD, kein A — ¢

@ Chomsky-2: Kontextfreie Sprachen

Kontextfreie Grammatiken: A — BC, B — bCaAb
@ Chomsky-3: Regulare Sprachen

Linkslineare Grammatiken: A — a, B — bC
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