Das Leerheitsproblem

Definition

Das Leerheitsproblem fiir CFG:
» Eingabe: Eine CFG G = (N, T,P,S)
» Frage: Ist L(G) = 07

Theorem
Das Leerheitsproblem fiir CFG 1dBt sich in polynomieller Zeit Iésen.

Beweis.
Esist L(G) =0 gdw. S ¢ pre*(T™). O
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Unerreichbare Symbole

Definition
Finden von unerreichbaren Symbolen einer CFG:
» Eingabe: Eine CFG G = (N, T,P,S)
» Ausgabe: Eine Liste der unerreichbaren Symbole von G:
{A€ N| esgibt kein aAB € (NU T)* mit S = aAB}

Theorem

Unerreichbare Symbole einer CFG lassen sich in polynomieller Zeit
finden.

Beweis.

A unerreichbar gdw. S ¢ pre*((NU T)*A(N U T)*) O



Nullierbare Symbole

Definition
Finden von nullierbaren Symbolen einer CFG:
» Eingabe: Eine CFG G = (N, T,P,S)
» Ausgabe: Eine Liste der nullierbaren Symbole von G:
{AEN|AS €}

Theorem
Nullierbare Symbole einer CFG lassen sich in polynomieller Zeit
finden.

Beweis.
Die Menge der nullierbaren Symbole ist N N pre*({e}).

Spater: Wie entfernt man nullierbare Symbole?



Das Endlichkeitsproblem fiir CFG

Definition

Das Endlichkeitsproblem fiir CFG:
» Eingabe: Eine CFG G = (N, T,P,S)
» Frage: Ist L(G) endlich?

Theorem
Das Endlichkeitsproblem fiir CFG 4Bt sich in polynomieller Zeit
losen.

Beweis.

Ersetze G durch G’ mit L(G') = L(G) \ {€}, aber G’ enthilt keine
unproduktiven, unerreichbare oder nullierbare Symbole.

|L(G)| = oo gdw. es gibt A € N mit

A€ pret, (NUT)TAINUT)*U(NUT)*A(NU T)™). O



Das Schnittleerheitsproblem fiir CFG

Definition

Das Schnittleerheitsproblem fiir CFG:
» Eingabe: Zwei CFG G; und Gp
» Frage: Ist L(G1) N L(Gp) = 07

Theorem
Das Schnittleerheitsproblem fiir CFG ist ,nicht berechenbar".

Beweis.
Idee: Gabe es einen Algorithmus fiir dieses Problem, dann ware
auch das Post'sche Korrespondenzproblem [6sbar. []




Weitere Buchempfehlung
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Das Post'sche Korrespondenzproblem

Gegeben ist eine Menge von Karten dieser Form:

10 0 001

0 001 1

Frage:
Kann ich Karten dieser Art so aneinanderlegen, daB oben und
unten dasselbe Wort entsteht?

(Jede Karte kann beliebig oft verwendet werden)
In Berechenbarkeit und Komplexitat wird folgendes bewiesen:

Theorem
Das Post’sche Korrespondenzproblem ist nicht entscheidbar.



Theorem
Das Schnittleerheitsproblem fiir CFG ist nicht entscheidbar.

Beweis.
Es sei

u1 u2 Un

| =

Vi V2 Vn

eine PCP-Instanz.
Konstruiere zwei Grammatiken:
Gi: S — SV |- |u,SvE | $

Gy: S — 050 |1S1$

Behauptung: L(G1) N L(Gz) # 0 gdw. | 16sbar.



Das Eindeutigkeitsproblem fiir CFG

Definition
Das Eindeutigkeitsproblem fiir CFG:
» Eingabe: Eine CFG G

> Frage: Ist G eine eindeutige CFG?

Theorem
Das Eindeutigkeitsproblem fiir CFG ist nicht berechenbar.

Beweis.
Idee: Gibe es einen Algorithmus fiir dieses Problem, dann wére
auch das Post'sche Korrespondenzproblem 6sbar.



Beweis.

Es sei
uy u» unp
| .= , s
vy Vs Vn
eine PCP-Instanz.
S—A|B
A= nAxy | bAX | - | upAxy | uixa | uaxa | - | upxn
B — viBxi | vaBxp | -+ | vpBxp | vixy | vaxa | -+ | vaxp
Behauptung:

Die Grammatik ist eindeutig gdw. | keine Losung besitzt.



Das Universalitatsproblem fiir CFG

Definition

Das Universalitatsproblem fiir CFG:
» Eingabe: Eine CFG G = (N, T,P,S)
» Frage: Ist L(G) = T*?

Theorem
Das Universalitdtsproblem fiir CFG ist nicht berechenbar.

Beweis.
Idee: Post'sches Korrespondenzproblem. O
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Beweis.

uy uz2 Un

Vi V2 Vn

» Ly ={h Y (whwF) | we {0,1}*},
h:0—~0,1—=1,¢—~e%5—9
> L2:{u,-1¢...¢u,-k$vif¢...¢vif |1<i,...ix <n}

Technisch aufwendig, aber gar nicht so schwer:

{0,1,¢,9}*\ Ly und {0,1,¢,%}* \ Ly sind kontextfreie Sprachen.
Dann auch L :={0,1,¢,$}*\ (L1 N Lp) eine CFL.

Es gilt aber L = {0,1,¢,$}* gdw. | keine Lésung hat.



Das Sprachaquivalenzproblem fiir CFG

Definition
Das Sprachaquivalenzproblem fiir CFG:
» Eingabe: Zwei CFGs G; und Gp

» Frage: Ist L(G1) = L(Gp)?
Theorem
Das Sprachaquivalenzproblem fiir CFG ist nicht berechenbar.

Beweis.
Gegeben Gy = (N, T, P, S). Konstruiere Gy mit L(Gp) = T*.

L(Gy) = L(Gy) gdw. L(Gy) = T*.

Waire das Sprachdquivalenzproblem berechenbar, dann ware auch
das Universalitdtsproblem berechenbar. O



Das Inklusionsproblem fiir CFG

Definition

Das Inklusionsproblem fiir CFG:
» Eingabe: Zwei CFGs G; und Gp
» Frage: Ist L(G1) C L(Gp)?

Theorem
Das Inklusionsproblem fiir CFG ist nicht berechenbar.

Beweis.
Gegeben Gy = (N, T, P, S). Konstruiere Gy mit L(Gp) = T*.

L(Gy) C L(Gy) gdw. L(Gy) = T*.

Ware das Inklusionsproblem berechenbar, dann ware auch das
Universalitatsproblem berechenbar. O



	Einführung
	Organisatorisches
	Motivation
	Künstliche Pflanzen
	Empfohlene Literatur
	Alphabete, Wörter, Sprachen

	Reguläre Sprachen
	Reguläre Ausdrücke
	Endliche Automaten
	Nichtdeterministische endliche Automaten
	Die Potenzmengenkonstruktion
	NFAs mit -Übergängen
	Minimale DFAs und der Satz von Myhill–Nerode
	Berechnung des minimalen DFA
	Umwandlung eines Automaten in einen regulären Ausdruck II
	Das Pumping-Lemma
	Entscheidungsprobleme für reguläre Sprachen

	Kontextfreie Sprachen
	Kontextfreie Sprachen und Grammatiken
	Ableitungsbäume
	Die pre*-Operation
	Entscheidungsprobleme für CFGs
	Normalformen für CFG
	Chomsky-Normal-Form
	Greibach-Normalform
	Das Pumping-Lemma für CFLs
	Kellerautomaten
	Deterministische Kellerautomaten
	Abschlußeigenschaften kontextfreier Sprachen

	Die Chomsky-Hierarchie
	Prozesse
	Synchronisierte Produkte von Automaten
	Petrinetze


